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摘要　基于教学实践，针对半无穷大空间 Stokes 第一问题，讨论了相似性解方法与微分代数领域之间

的联系。阐明了初边值条件与微分方程的李群无穷小对称性相容是相似性解存在的必要条件，并首次给出了

相似性解方法能使偏微分方程化为常微分方程的严格证明。本文旨在展现热-流科学相关课程引入现代数理观

点的必要性，引导学生关注各类近似方法背后的物理思想，提升学生把握核心物理图像、构建合理数学语言

和建模求解具体问题的能力。
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Abstract    Originated from the teaching practice with the Stokes first problem in a semi-infinite space, the

applicability and principle of the similarity method are discussed. This paper points out the necessary conditions

for the existence of similarity solutions, that is, the initial and boundary conditions need to be compatible with

the Lie symmetry of the differential equations. Moreover, the mathematical language of Lie-group method is
utilized to prove why the similarity method can transform partial differential equations to the ordinary ones for

the first time, as far as we know. Through discussion of the connection between the similarity method and Lie

group in differential algebra, this article aims to demonstrate the necessity of introducing the perspectives of

modern mathematical physics into courses such as fluid mechanics and heat transfer, thereby promoting the

teaching practice to actively guide the students to pay attention to the physical ideas behind various methods to
get the approximate solution, and to improve their ability to grasp the physical nature of problems and solve

specific problems by physical modeling with appropriate mathematical language.
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流动、传热和传质等传递过程中的经典连续

介质力学与数学物理方法之间的紧密联系由来已

久。1822 年，著名物理学家和数学家傅里叶（B.J.

Fourier）出版了专著《热的解析理论》，奠定了

其作为传热学奠基人的历史地位。该书中提出的

数学理论和方法直接促进了求解抛物型方程的谱

分解、积分变换等方法的发展，也极大影响了调

和分析、泛函分析等纯数学领域的进程。然而，

连续介质力学常涉及众多偏微分方程甚至强非线

性偏微分方程组的定解问题，其精确解很少。20
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世纪，许多应用数学力学家发展了以摄动法为代

表的包括界定函数法、匹配渐近展开法、多尺度

方法、合成展开法等在内的多种近似解法，通过

把握物理过程的本质因素选取合适的摄动参数，

将复杂定解问题简化为可解问题，如钱学森、钱

伟长、郭永怀等人均曾应用摄动法解决过流体力

学或固体力学领域的经典问题。传热传质学方面，

著名流体力学家列维奇（V.G.  Levich）曾在

1959 年出版专著《物理化学流体力学》，该书关

注传递过程中传热传质与流动的界面耦合问题，

系统梳理了各类边界层问题的相似性解方法和渐

近分析建模方法，开创性地推动了应用数学领域

和热-流-质交叉学科——物理化学流体力学的发

展，在微纳尺度界面输运和化学工程等领域获得

广泛应用。

Π

笔者在多年“传热学”授课的基础上大胆改革

创新，于 2015 年开设“传热学（英）”课程，采

用国际最通用的英文教材，中英文混合讲授。课

程在传热学基本知识基础上注重探讨传导、对流、

辐射等各种传热方式背后的物理机制，特别引导

学生关注实际问题中的传热学现象并开展分析-建

模-求解-应用，培养学生“从实际中来、到实际中

去”的能力。由于多种传热机制相互耦合、系统

几何构成与物理约束复杂多变、传热机理常涉及

热物理前沿等缘故，基于量纲分析基本定理（即

 定理）的理想简化模型与实验关联式等在传热

传质学中广为使用。近年来，随着计算机技术的

发展和计算能力不断提升，以科学计算为基础的

数值方法在传热传质学和流体力学等领域经典输

运问题的建模求解中获得了广泛应用，计算流体

力学和数值传热学等也逐渐进入了相关本科课程，

“传热方程的数值方法”也作为独立一章（3 学时

讲授）被纳入了“传热学（英）”的课程内容。

在这一背景下，作为验证数值方法正确性的

基础，偏微分方程定解问题理论求解能力的重要

性逐渐凸显；与此同时，挖掘精确解或近似解求

解方法与结论背后的数学物理意义，也有助于形

成物理直观以更好评估数值结果的合理性。实际

上，国际国内已有将数学物理方法和流体力学或

传热传质学课程有机结合的经验，如美国普林斯

顿大学 Howard A. Stone 开设的本科生课程“工

程 数 学 I/II ” （ Mathematics  in  Engineering

I/II）、美国麻省理工大学 Martin Z. Bazant 开

设的本科生慕课课程“输运现象分析”（Analysis

of Transport Phenomena）、清华大学工程力学

系开设的流体力学系列课程[1-4] 等。在广泛推动依

托大类和书院开展本科培养并倡导理工衔接的新

工科教育的今天，这种寓理论于实践的教学思路

有助于培养工科基础专业学生选取甚至构造合理

的数学语言建模求解实际问题的思维与能力。

本文将通过教学实践和答疑过程中关于“相

似性解方法”的典型案例，展现热-流-质交叉学科

中数理方法尤其是现代数学观点的作用与魅力。

著名力学家阿诺尔德曾在其经典教科书中写道，

“经典力学中用了许多不同的数学方法和概念，

如微分方程和相流、光滑映射和流形、群和代数、

辛几何和遍历理论等。许多现代的数学理论都来

自力学问题，后来才有了公理化的抽象形式，使

它们很难读了[5]。”笔者希望通过本文对相似性解

方法与李群李代数之间联系的讨论，展现在流体

力学和传热传质学等课程中引入现代数学物理观

点的必要性，推动在课程教学中积极引导学生关

注各类精确解和近似解方法背后的物理思想，提

升其把握核心物理图像、构建合理数学语言和建

模求解具体问题的能力。 

1    案例概述：相似性解方法成立的内在原因

相似性解方法通常被认为是量纲分析方法的

一种“巧妙”应用，在角点附近势流、零压梯度边

界层、瞬态导热和传质等众多问题中有广泛应

用[6-9]。主流教科书通常重点强调系统具有“相似

性”能够导致其存在相似变量，并使原来的偏微

分方程在变量替换后可简化为常微分方程，问题

随之得以顺利求解与精确讨论。但在“半无限大

空间一维瞬态导热定解问题的相似性解方法”部

分的答疑过程中，有学生产生疑惑：“相似性”的

具体含义为何？该解法为何能使方程减元？相似

性解方法成立有何条件？

该问题具有一般意义。在黏性流体力学中存

在与上述瞬态导热数学模型一致的力学场景，即

Stokes 第一问题，其相似性解法在经典教科书中

被广为讨论，伸缩变换是表述量纲相关“相似性”
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含义的关键；而代表性专著中提到，“李群”这一

数学语言是理解相似性解方法的核心工具[1,10-11]。

对非线性微分方程的减元简化和内在对称性的寻

求，也正是挪威数学家索菲斯·李（Sophus Lie）于

1870 年提出连续变换群方法的重要目的，这种方

法也被称为李群或李对称方法[12-13]。该方法既可

以简化原始方程并获得精确解，也可以指导构造

数值算法，已在约束力学系统[12,14-16]、连续介质

力学[13,17-19]、分数阶动力系统 [20] 等领域获得了广

泛应用。

李群方法作为一种基于对称性的系统方法，

不需要特别的变换技巧。该方法可给出微分方程

的解集结构，属于微分代数领域；这既继承了抽

象代数领域代数方程伽罗瓦理论的思想光辉，又

将一般认为只在线性微分动力系统成立的叠加原

理拓展到了非线性系统[10]。考虑到一般的非线性

微分甚至积分动力系统，既可能应用格林函数方

法使控制方程和定解条件的物理约束恢复对称性，

也可能通过时空局域化或远场假设等近似方法解

除几何约束并恢复初值或边界的局部对称性，这

表明对李群方法的讨论具有更广泛的意义[21]。

本文将从黏性流体力学中的 Stokes 第一问题

出发，探讨相似性解方法的应用条件，并采用李

群语言探讨该方法成立的内在规律。第 2 节关注

“相似性”的具体含义及相似性解方法的成立条件；

通过分析不同边界条件下相似性解的存在性问题，

初步指出相似性解方法利用了微分方程在李群变

换下的对称性，该方法要求依赖于其初边值条件

与微分方程的李群对称性相容。第 3 节则进一步

给出系统“相似性”的数学语言，指出量纲运算本

质上是一类特殊的李群变换——伸缩变换，相似

性解方法本质上属于李群变换意义下群不变解方

法的一种特殊情况。第 4 节基于无穷小生成元的

不变量定理，给出了相似性解方法能够使微分方

程减元的严格证明，这一点现有教科书均将其仅

看作一种数学技巧而并未对其成立背后的数学原

理予以充分关注，但这背后的李群方法实际上是

求解众多非线性微分方程的利器；在此基础上，

本节结合 Riccati 方程、Burgers 方程和线性扩

散方程等案例讨论了应用李群方法求解微分方程

的一般步骤。第 5 节为结论与展望。 

2    应用条件：方程与边界的对称性相容

黏性流体力学中的 Stokes  第一问题泛指

Couette 流突然启动相关的非定常问题。这里重

点对比考察其中的单一无限大平板突然启动和两

平行平板间突然发生相对运动两个问题。二者的

控制方程可统一写为

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂x2
(1)

u ν x t

η = x2/(4νt)

式中，  为流场速度，  为运动黏度，  和  分

别为空间和时间参数。由量纲分析可构造方程

(1) 的相似变量  作为新的自变量，从

而将其化为常微分方程。

易见上述定解问题的唯一差别在于边界条件

的差异。其中，前者的边界条件为

u|x=0,t>0 = U0, u|x→∞ = 0, u|t=0 = 0 (2)

而后者的边界条件则为

u|x=0,t>0 = U0, u|x=d = 0, u|t=0 = 0. (3)

η u|η=0 = U0, u|η→∞ = 0

容易看出，边界条件式 (2) 可采用单一相似

变量  表达为  ，而边界条

件 (3) 的后两个方程则难以采用单一相似变量表

达。这直接导致前者可以利用相似性解方法求

解，而后者只能寻求级数解、Laplace 变换等方

法求解。

η a实际上，相似变量  的选取与如下以  为参

数的连续非齐次伸缩变换群紧密相关[1]

t = tea, x = xe2a, u = u (4)

∂u/∂t = ∂2u/∂x2

η

u

η = η u = u

I(u, η) = 0 u = f(η)

I(u, η) = 0 u = f(η)

容易验证，在群 (4) 作用下：（1）方程 (1)

形式不变，即  ，具有这样性质

的方程称为群的不变方程；（2）相似变量  

（实际上还包括因变量  ）形式也不变，即

 （以及  ），具有这样性质的变量称为

群不变量；（3）由群不变量构造出的解族

 及其中满足给定方程的解   形

式也不变，即  且  ，具有这样

性质的解称为群不变解，也称自相似性解、相似

性解。变量、方程在群作用下的形式不变性也称

为具有群变换下的对称性。

采用群语言描述，之所以上述两者并非都存

在相似性解，原因就在于前者边界条件也具有群
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不变性而后者不具有，这一点已有前人文献指出 [18]。

应用中常忽略边界条件对称性在相似性解方法中

的重要作用，这通常与问题本身求解域的无界性

往往能够保持伸缩对称性有关。 

3    数学基础：单参数群与不变量定理

本节将给出单参数群的一般定义和直观解释，

阐明群对称性对于求解微分方程的意义，指出相

似性解方法属于李群方法中的群不变解方法，进

而给出微分方程李群对称性的判别法则——决定

方程及其几何意义。这是下节严格证明相似性解

方法减元定理的基础。 

3.1    单参数群、无穷小生成元与决定方程

Ta(a ⩾ 0) a

T0 TbTa

a

TbTa = Ta+b

b→ 0

群是一个集合，它具有满足封闭性、结合律、

单位元、逆元要求的代数结构。与元素个数有限

或可数的离散群不同，单参数群是指这样的连续

变换群  ，它只含一个参数   ，且单位

元  对应于恒等变换，而群乘法  对应于变

换的复合。直观理解，参数  可类比为时间参数，

单位元则可看作变换在零时刻的初始条件。单参

数群还要求  ，这一方面使得单参数

群继承了加法的交换性质而成为交换群，另一方

面也使其具有了连续性这一拓扑特征（直观上令

 即可）；进一步地，当这样的连续变换群

还具有微分流形的结构时，便成为著名的李群。

Ta(a ⩾ 0) : P (x, y) 7→ P (x, y, a) a

x̄ = φ(x, y, a), ȳ = ψ(x, y, a)

φ(x, y, a)

ψ(x, y, a) Ta

φ ψ

I(u, η) = 0

u = f(η)

作为单参数群的最简单的例子，设群

 为由参数  控制的

平面变换，其中  。为

保 证 逆 映 射 的 存 在 性 ， 需 要 求  与

 函数无关。欲使单参数群  成为李群，

还需要求函数  和  具有一定的可微性，这为联

系函数形式的代数特征与微分性质提供了可能。

关于李群和李代数的严格数学定义，可参考相关

专著[12-13]。这里简要讨论引入李群的意义。李群

方法之于微分方程正如 Galois 理论之于代数方程，

其核心思想类似，即根据方程本身的对称性得出

其解所需要满足的对称性（如式 (4)），然后从

这 些 满 足 对 称 性 的 解 族 （ 如第 2 节 中 的

 ）中挑选出满足方程的群不变解（如

第 2 节中的  ），由此催生的方法称为群

不变解方法 [17]。

判断给定函数形式是否具有给定群不变性是

应用李群方法的核心步骤。与直接根据定义判断

不同[17]，这里寻求一种相比之下更为通用和本质

的方法，即单参数群及函数形式的群不变性判据

的等价表示——无穷小生成元与决定方程。直观

理解，若将单参数群的参数看作时间，则单参数

群变换可看作一系列无穷小变换的积分，因此函

数形式在单参数群变换下的形式不变性应当与上

述无穷小变换紧密相关。这些无穷小变换采用数

学语言表达即为无穷小生成元，基于此可定义具

有群不变性的函数形式应满足的微分方程，称为

决定方程，它直接关联了代数/微分函数的微分

特征及其形式不变性，在代数/微分方程与其具

有的群对称性之间建立了联系。作为函数形式的

群不变性判据，决定方程作用有二：一是给定代

数/微分函数形式或方程，得出其在哪些群作用

下是形式不变的，即具有怎样的群对称性；二是

给定群对称性，确定其对应的代数/微分函数不

变量与不变方程。 

3.2    不变量定理及其几何意义

本小节将由浅入深，依次给出代数函数和微

分函数的无穷小生成元的具体定义，推导相应的

决定方程并讨论其几何意义。 

3.2.1    简单情形：代数函数的不变量定理

R2 F (x, y)

Ta

(x, y)

对于  上的代数函数  ，为判断其是

否具有在变换群  作用下的对称性，注意到群

单位元对应于恒等变换，故可对变换后的代数式

在初始点  处作 Taylor 展开，即

F (x̄, ȳ) = F (φ(x, y, a), ψ(x, y, a))

= F (x+ ξ(x, y)a, y + η(x, y)a) + o(a)

= eaXF (x, y) + o(a)

= F (x, y) + aXF (x, y) + õ(a)

X = ξ(x, y)∂/∂x+ η(x, y)∂/∂y式中，  ，这里

ξ(x, y) =
∂φ(x, y, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

η(x, y) =
∂ψ(x, y, a)

∂a

∣∣∣∣
a=0

F (x, y) = F (x, y)由此，  的必要条件为

XF = 0 (5)
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XF = 0

Ta

实际上这一条件也是充分的 [10]。方程 

被称为群  的代数函数不变量的决定方程 [10]，

上述结论也称为代数函数情形的李群不变量定理，

简称不变量定理。

X

F (x, y)

Ta Ta

(x, y)

a

(x, y) a = 0

F (x, y)

F (x, y) = 0

由上述讨论可见，算子  兼具代数形式与微

分算子特征，完全刻画了代数函数  在变换

群  作用下的对称性，称为群  的无穷小生成

元，它是构造李群和李代数理论的重要基础。从

几何直观的角度理解，变换群给出了在点 

处以  为参数的参数曲线，无穷小生成元则给出

了过  的曲线在   时的切向量。给定一

个代数函数  ，也就相应给出了一条平面曲

线  ，变换群可以看作是对曲线变形的

一种描述。由此可给出不变量定理的几何意义，

即曲线上的点在变换后仍位于该曲线上，当且仅

当该点变换前后的切向量共线。 

3.2.2    一般情形：微分函数的不变量定理

R2
F̃ (x, y, y′≡dy/dx),

Ta

对于  上的一阶微分函数 

为判断其是否具有在变换群  作用下的对称性，

只需类似地考察导数项在变换前后的变化，即

dȳ
dx̄

=
Dx(ψ)

Dx(φ)
=
y′ + aDx(η)

1 + aDx(ξ)
= y′ + aζ1(x, y) + o(a)

ζ1 = Dx(η)− y′Dx(ξ) = ηx + (ηy − ξx)y
′ − y′

2
ξy

X

F̃ (x, y, dy/dx)

其 中 ， 延 拓 公 式

 。

由此可得无穷小生成元  在一阶微分函数

 情形下的延拓形式

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ1

∂

∂y′

这时，不变量的决定方程的形式与式 (5) 类似，即

XF̃ = 0 (6)

XF̃ = 0 Ta

(x, y, y′) R3

(x, y)

R2
F̃

F̃ (x, y, dy/dx) = 0

方程  被称为群  的微分函数不变量

的决定方程，上述结论也被称为一阶微分函数情

形的李群不变量定理，又称延拓形式的不变量定

理[10]。关于其几何意义，根据相空间选取方式的

不同存在两种理解方式。若以  所在的 

为相空间，则与 3.2.1 类似；若以   所在的

 为相空间，由于微分函数  对应于微分方程

 的一族积分曲线，因此如果微

分函数具有在变换群下的对称性，那么对应的积

分曲线在变换后仍为原方程的积分曲线。

ut = G̃(t, x, u, ux, uxx)

R3 G(t, x, u)

上述思想与步骤可类比推广至高阶偏微分方

程甚至积分方程的情形。为方便后续案例讨论，这

里直接给出二阶发展型方程 

不变量的决定方程。考虑  上代数函数 

如下的无穷小生成元

X = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u

G̃(t, x, u, ux, ut, uxx)其关于微分函数  的延拓形式为

X = τ
∂

∂t
+ ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂u
+ ζ0

∂

∂ut
+ ζ1

∂

∂ux
+ ζ2

∂

∂uxx

这里的延拓公式为

ζ0 = Dt(η)− utDt(τ)− uxDt(ξ)

ζ1 = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ)

ζ2 = Dx(ζ1)− utxDx(τ)− uxxDx(ξ)

Dt Dx t x其中，  和  是关于  和  的全微分。由此可

写出原发展型方程的决定方程

ζ0 −
∂G̃

∂uxx
ζ2 −

∂G̃

∂ux
ζ1 −

∂G̃

∂u
η − ∂G̃

∂x
ξ − ∂G̃

∂t
τ = 0

(7)

X[ut − G̃(t, x, u, ux, uxx)] = 0

τ = τ(t)

其 用 延 拓 算 子 表 达 的 缩 写 形 式 为

 。特别地，容易证明

其无穷小对称表达式中恒有  。 

4    原理与应用：作为群不变解的相似性解

通过无穷小生成元阐述的不变量定理是李群

方法的核心所在，这一定理联系了函数形式（代

数函数，微分函数）或对应方程（代数方程，微

分方程）和它们的对称性，由此给出了相互求解

的依据并衍生出群不变解方法和作为其特殊情形

的相似性解方法[10,13]。本节将基于不变量定理给

出相似性解方法可将偏微分方程化为常微分方程

这一常见认识的严格形式化证明，即相似性解方

法的减元定理；在此基础上，将采用决定方程和

无穷小生成元的数学工具，结合几个实例展示群

不变解方法求解微分方程的具体应用。 

4.1    相似性解方法及其减元定理

这里仍以一阶常微分方程为例介绍微分方程

的李群方法[10]，这类方法通过求解无穷小生成元

对应的决定方程实现对微分函数形式的间接简化

（减元或降阶），从而有利于进一步求得非线性

微分方程的通解。第一步是类似的，即先通过延
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X = ξ(x, y)∂/∂x+ η(x, y)∂/∂y

u1(x, y), u2(x, y)

u1 = Φ(u2)

X(u(x, y)) = 0

X(t(x, y)) = 1 t(x, y),

u(x, y)

M(x, y)dx+N(x, y)dx = 0

ξM + ηN ̸= 0 µ = 1/(ξM + ηN)

拓后的不变量定理式 (6) 求出微分方程的无穷小

对称  。第二步有 3

种方法，一是最基本的群不变解法，由满足决定

方程的不变量函数  构造不变曲

线  ，然后代入微分方程使其减元，这

样求得的解称为群不变解；二是正则变量法，分

别求解无穷小生成元的不变量 

和正则变量  ，将求得的  

 作为新的自变量和因变量即可将原方程化

为可积形式；三是积分因子法，对于一阶常微分

方程  ，若其无穷小对

称使得  ，则  是原

方程的一个积分因子用于方程降阶，称为李积分

因子。特别地，若方程存在给定的解，则该解在

与方程相容的群变换后仍为原方程的解，这也构

成了求解非线性微分方程的重要手段。需要指出

的是，决定方程仍旧是一阶偏微分方程（组），

问题并没有得到本质上的充分简化。因此，尽管

上述方法给出了一个通用步骤，从求解方程这一

实用的角度看，只有求解决定方程相比直接求解

原方程更为容易，这种方法才是有实际意义的。

由此审视相似性解方法，可知其通过指定不

变量之间的函数关系实现对方程的减元并获得所

谓的自相似性解，是群不变解方法在非齐次伸缩

变换群下的特殊情形 [10]。然而对于为何群不变解

方法能够减少微分方程的变量数目从而使偏微分

方程减元简化为常微分方程（或使常微分方程简

化为代数方程），目前常见的力学和传热学教材

或专著鲜有严格形式化解释，而纯数学专著通常

不关注数学物理方程求解方法背后这类具体的原

理性问题。下面将针对一阶偏微分方程严格证明

其减元定理，这一证明过程容易推广至一般情形。

F̃ (x, y, u, ux, uy)

X X

α = α(x, y), µ = µ(x, y, u)

µ = ϕ(α)

G̃

定理 (一阶偏微分方程情形下的减元定理).

设微分函数  具有无穷小对称性

 ， 且   有 彼 此 函 数 无 关 的 群 不 变 量

 。若以上述两个不变量

为原微分函数的新自变量，且设  ，那么

新的微分函数  必定只包含这两个变量而不显含

其他变量。

β(x, y)

α(x, y), µ(x, y, u)

证明 任取函数形式   ，不妨设它与

 彼此函数无关（否则结论已经成

(x, y, u) 7→ (α, β, µ)

F̃ G̃

X̂G̃ = XF̃ = 0 X̂G̃

立），这时可作坐标变换  ，

此时微分函数  变为  。由坐标变换保持微分

函数的对称性[10] 知  。将  作如

下展开

X̂G̃ =
∂G̃

∂α
X̂α+

∂G

∂β
X̂β+

∂G̃

∂µ
X̂µ

+
∂G̃

∂µα
X̂µα+

∂G̃

∂µβ
X̂µβ (8)

由不变量定理及微分函数复合保持函数形式的对

称性[10] 可知

X̂µ = X̂α = X̂µα = 0

于是有

∂G

∂β
X̂β +

∂G̃

∂µβ
X̂µβ = 0 (9)

∂G/∂β = µβ = 0

µ = µ(α, β) X̂µ =

µαX̂α+ µβX̂β µβX̂β = 0 X̂β ̸=
0 X

α(x, y), µ(x, y, u)

β(x, y) X

α(x, y), µ(x, y, u)

β(x, y) α(x, y), µ(x, y, u)

X̂β ̸= 0 µβ = 0

∂G/∂β = 0

如果成立  ，那么定理 4.1 便

得证。事实上，若设  ，则由  

 可知   。我们断言  

 ；否则根据偏微分方程理论，由于  已然拥有

彼此函数无关的首次积分  ，因此

 如果是  的群不变量亦即它的首次积分，

必定与  彼此函数相关，这与前面

所做的“  与  彼此函数无关”

的假设相互矛盾。于是有  进而   ，

再代入式 (9) 即得  。这样就完成了证明。

{Xi}

更一般地，当微分方程具有两种及以上的对

称性，则可以构造变换群之间的某种运算，从而

建立起一定的代数结构并设法确定出其标准形式，

从而将问题化归到对应的正则坐标系进行求解。

满足上述要求的一种重要的代数就是李代数，它

与微分算子的换位运算密切相关，体现了无穷小

生成元族  所张成线性空间的内部结构。实

际上，上述减元定理在微分方程具有可解李代数

条件下可以作为其自然推论[10-13]。由于篇幅所限，

不在这里予以展开。 

4.2    案例讨论 1：Riccati 方程

这里以 Riccati 方程为例讨论非线性常微分

方程的李群解法，本例部分参考了李群方法的专

著[10]。考虑如下常系数 Riccati 方程

y′ + y2 − 2

x2
= 0
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x̄ = kx ȳ = ly

首先寻求原方程的无穷小对称性，这里依次采用

基于定义和不变量定理两种方法。一方面（采

用定义），考虑到方程左侧是有理函数，可考虑

伸缩变换  ，  ，令

ȳ′ + ȳ2 − 2

x̄2
=
l

k
y′ + l2y2 − 1

k2
2

x2
≡

λ ·
Å
y′ + y2 − 2

x2

ã
k = 1/l =: ea

x = xea ȳ = ye−a X =

x∂/∂x− y∂/∂y

由此可求得  ，即其非齐次伸缩变换

群为  ，  ，其无穷小对称为 

 。另一方面（采用不变量定理），

将原式左侧的微分函数代入决定方程 (6)，有

ξ

Å
− 4

x3

ã
+ η (−2y) = ηx + (ηy − ξx)·Å

2

x2
− y2
ã
− ξy

Å
2

x2
− y2
ã2

x, y

ξ(x, y), η(x, y) ξ = x, η = −y
X = x∂/∂x− y∂/∂y

该方程应当在变量  下同时成立，易求得

 的低阶多项式解  ，这

对应同一个无穷小对称  。

t(x, y), u(x, y) X(t) = 1,

X(u) = 0 t = ln |x|
u = xy

下面基于上述无穷小生成元，依次应用正则

变量法和积分因子法求解原方程。对于正则变量

法，需首先寻求  使得  

 。易求得前者的一个特解为   ，

后者采用积分因子法有  。由此可将原方程

化为可积形式

du
dt

= −(u2 − u− 2) ⇒ u =
C + 2e3t

e3t − C
或

u = −1 ⇔ y =
2x3 + C

x(x3 − C)
or y = − 1

x

dy +
(
y2 − 2/x2

)
dx = 0

对于积分因子法，将方程写为微分形式

 ，由此结合无穷小生成元

可写出该方程的李积分因子

µ =
x

x2y2 − xy − 2
⇒ xdy + ydx

x2y2 − xy − 2
+

dx
x

=

d
Å
1

3
ln
xy − 2

xy + 1
+ lnx

ã
= 0

(xy − 2)/(xy + 1) = C/x3 C ̸= 0进而解得  ，其中  。
 

4.3    案例讨论 2：Burgers 方程与线性扩散方程

ũt + ũũx = ũxx

u = −ũ ut = uxx + uux

这里以 Burgers 方程为例讨论非线性偏微分

方程的李群解法，并简要讨论作为其退化形式的

线性扩散方程。写 Burgers 方程  ，

令  ，则  。下面寻求该方程

如下形式的无穷小生成元

X = τ(t)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u)

∂

∂x
+ η(t, x, u)

∂

∂u

ζ0 − ζ2 − uζ1 − ηux = 0

ut = uxx + uux uxx

其决定方程 (7) 可写为   。

代入  ，令  的系数为 0，有

2ξuux + 2ξx − τ ′(t) = 0 ⇒ ξu = 0, 2ξx − τ ′(t) = 0

代入决定方程，有

u2xηuu +

Å
1

2
τ ′(t)u+

1

2
τ ′′(t)x+ p′(t) + 2ηxu + η

ã
·

ux + uηx + ηxx − ηt = 0

u2x, u
1
x, u

0
x令  的系数为 0，可解出

τ = C1 + 2C4t+ C5t
2

ξ = C2 + C3t+ C4x+ C5tx

η = C3 − C4u− C5(x+ tu)

由此可写出其 5 个任意常数对应的无穷小生成

元[10]

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = t

∂

∂x
− ∂

∂u

X4 = 2t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
− u

∂

∂u

X5 = t2
∂

∂t
+ tx

∂

∂x
− (x+ tu)

∂

∂u

X1 X2

X3 X4

X5

这里，  是时间变换群，   是空间变换群，

 是时空伸缩变换群，   是伽利略变换群，

 是射影群。

X4下面以伸缩变换群  为例利用群不变解方

法求其不变解，此时称为物理相似解。由其特征

方程可求出对应的不变量

dt
2t

=
dx
x

= −du
u

⇒ λ =
x√
t
, µ =

√
tu

u = Φ(λ)/
√
t由此设不变解的形式为  ，可得其相

似解的方程

Φ′′ + ΦΦ′ +
1

2
(λΦ′ + Φ) = 0

B可求得其一个特解为（其中  为任意常数）

u =
2√
πt

e−x2/(4t)

B + erf(x/(2
√
t))
, erf(z) =

2√
π

ˆ z

0

e−s2ds

作为 Burgers 方程的退化形式，Stokes 第一

问题中的线性扩散方程的无穷小生成元可类似

求得
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X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x

X3 = 2t
∂

∂x
+ x

∂

∂x
,X4 = u

∂

∂u

X5 = 2t
∂

∂t
− xu

∂

∂u

X6 = t2
∂

∂t
+ tx

∂

∂x
− 1

4
(2t+ x2)u

∂

∂u

X1 X2

X3 X4 X5

X6

η = µ(t, x) µ = µ(t, x)

X5

这里，  是时间变换群，   是空间变换群，

 和  是伸缩变换群，  是伽利略变换的热

表示，  是射影群。需要注意的是，该方程还

存在无穷维代数  ，其中   为

线性扩散方程的任意解，这反映了方程的线性特

征。以伽利略变换的热表示  为例利用群不变

解方法求其不变解，由相应特征方程可求出对应

不变量

dx
2t

= −du
xu

⇒ λ = t, µ = uex
2/(4t)

u = ϕ(t)e−x2/(4t)

ϕ′(t) + ϕ/(2t) = 0

C

由此设不变解的形式为  ，可得其

相似解的方程  ，可求得其一个

特解为（其中  为任意常数）

u =
C√
t
e−x2/(4t)

 

5    结论与展望

本文基于教学实践中的案例，针对典型的

Stokes 第一问题，通过引入单参数群等数学概念，

叙述了一般条件下相似性解不存在的原因，即边

界条件与微分方程所具有的李群对称性不相容。

基于无穷小生成元的不变量定理，进一步给出了

相似性解方法能够使微分方程减元的严格证明，

这一点现有教科书均将其看作一种数学技巧而并

未予以充分关注，而这背后的李群方法实际上是

求解众多非线性微分方程的利器。考虑到一般的

非线性微分甚至积分动力系统均可能通过放宽物

理约束和几何约束以恢复一定的对称性，本文对

相似性解方法应用条件的澄清与数学原理的证明

也具有更广泛的意义。笔者希望本文能够引导学

生关注各类精确解和近似解方法背后的物理思想，

提升其把握核心物理图像、构建合理数学语言和

建模求解具体问题的能力，从而在流体力学和传

热传质学等课程的教学中发挥积极作用。
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